Symetrie Lie a catkowalnos¢ nieliniowych réwnan

rézniczkowych zwyczajnych

Wiestaw Zajiczek

Instytut Fizyki UJ
im. M. Smoluchowskiego w Krakowie

2 grudnia 2009



Plan seminarium

@ Motywacja
© Ogolny schemat metody

© Grupy transformacji i ich generatory

@ Symetrie
@ Funkcje niezmiennicze
@ Réwnania niezmiennicze
o Jak znalez¢ symetrie?

© Obnizanie rzedu

@ Symetrie a sprowadzanie do kwadratur



@ Typowe podejscie do réwnan zwyczajnych:

o klasyfikacja
e zgadywanie



@ Typowe podejscie do réwnan zwyczajnych:

o klasyfikacja
e zgadywanie

@ Potrzeba bardziej systematycznych procedur - zwtaszcza dla réwnan
nieliniowych,np.
y” _ 2y/ + Cy/3/2 + y/2
y—X




@ Typowe podejscie do réwnan zwyczajnych:

o klasyfikacja
e zgadywanie

@ Potrzeba bardziej systematycznych procedur - zwtaszcza dla réwnan
nieliniowych,np.
y” _ 2y/ + Cy/3/2 + y/2
y—X

o Jak wykorzysta¢ istnienie symetrii, gdy réwnanie nie zostato uzyskane
z Lagranzianu?



. (9}
o
V)
s
>
i)
(@)
=

Sophus Lie
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Ogolny schemat metody

POSZUKIWANIE SYMETRIl «—— GENERATOR(Y) SYMETRII

| transf. zmiennych

POSTAC NORMALNA
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REZULTAT:
- obnizenie rzedu
- kwadratury



Grupy transformacji i ich generatory

Jednoparametrowa grupa Lie transformacji na R?
o X =X(x,y,€), 7y =y(x,y,¢€)
o transf odwracalne
o X =X(%,7,8) =X(x,y,)

e transf. identycznosciowa: X(x,y,0) = x,y(x,y,0) =y



Grupy transformacji i ich generatory

Jednoparametrowa grupa Lie transformacji na R?
o X =X(x,y,€), 7y =y(x,y,¢€)
o transf odwracalne
o X =X(%,7,&) =X(x,y,¢)
e transf. identycznosciowa: X(x,y,0) = x,y(x,y,0) =y

Przyktfad 1: grupa translacji:

Przyktad2: grupa skalowania:

x=1+e)xy=0+e?y,-1<e< o0



Generator transformacji

e Transformacje infinitezymalne

X

(x,y,€) =x+e(x,y)+ - =x+eXx+---

yx,y,e) =y +en(x,y)+---=y+eXy+---

@ generator:
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e Transformacje infinitezymalne
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@ generator:
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(y) = D (e=0), nlx.y) = (e=0)



Generator transformacji

e Transformacje infinitezymalne
)?(Xayae):X+€§(X7y)+"':X+€XX+“'

yx,y,e) =y +en(x,y)+---=y+eXy+---

@ generator:
X =&(x,y)0x +n(x,y)0,, gdzie

(y) = D (e=0), nlx.y) = (e=0)

o w dowolnych wspétrzednych X = (Xx')o;



Odtwarzanie transformacji z generatora

@ réwnania orbit:

e formalne rozwiazanie



Odtwarzanie transformacji z generatora

@ réwnania orbit:
ox .. 0y Lo B
E_g()g}/)a E_T/()“y): X(O)—X,y(O)—y

e formalne rozwiazanie

¥ = exp(eX)r, gdzie r = (x,y)



@ Funkcje niezmiennicze
Dziatanie transformacji na funkcje F(x,y):

F(%,7) = eXF(x,y)
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@ Funkcje niezmiennicze
Dziatanie transformacji na funkcje F(x,y):

F(%,7) = e™F(xy)
Def: F - niezmiennicza < F(X,y) = F(x,y)

Tw. F(x,y)- niezmiennicza wzgledem X < XF(x,y) =0



@ Funkcje niezmiennicze
Dziatanie transformacji na funkcje F(x,y):

F(%,7) = e™F(xy)
Def: F - niezmiennicza < F(X,y) = F(x,y)
Tw. F(x,y)- niezmiennicza wzgledem X < XF(x,y) =0

e Jak uogdlni¢ niezmienniczo$¢ na réwnanie rézniczkowe
/ n —
F(X7y7.y7"' ay( )) =07



Prolongacja generatora

e dziatanie transformacji na pochodne y/, - - -, y("
V=y+e(x,y,y)+ =y +eXy + -

}7(") — y(n) + 677"()(7 y’ -yl7 '”7y(n)) + R y(n) _|_ EXy(n) + PPN



Prolongacja generatora

e dziatanie transformacji na pochodne y/, - - -, y("
V=y+eiloyy)+ =y +eXy 4.
7O =y L eprixy,y oy M) = ) pexy ()
,_ 0y m_ oy
W= e=0) e = Z (e =0)



Prolongacja generatora

@ rozszerzony generator:

o 0,0 9
xm_ ¢ 9 (m_9_
o5 Ty T gyt gy
gdzie
y_Dn_/Dg
n_Dx ny

n—1
(my _ D" ) DE

" Dx Y Dx



Symetrie réwnan rézniczkowych

@ Def. Jednoparametrowa grupa transformacji jest symetria réwnania
rézniczkowego F(x, y, ..., y(M) = 0, jesli odwzorowuje rozwiazania w
rozwigzania, tzn. jesli obraz y(Xx) dowolnego rozwigzania y(x) jest
rozwigzaniem F =0



Symetrie réwnan rézniczkowych

@ Def. Jednoparametrowa grupa transformacji jest symetria réwnania
rézniczkowego F(x, y, ..., y(M) = 0, jesli odwzorowuje rozwiazania w
rozwigzania, tzn. jesli obraz y(Xx) dowolnego rozwigzania y(x) jest
rozwigzaniem F =0

o W dalszej czes¢i zaktadamy, ze réwnanie ma postac:
v —wx,y,y, .,y =0
@ Infinitezymalne kryterium symetrii r.r. wzgledem transformacji X
X(”)(y(”) —w(x,y,y, ...,y(”_l))) =0, czyli

X(n_l)w — T](n)



Jak znalez¢ symetrie?

o Warunek X"~y = 5(" dostarcza systematycznego! sposobu
wyznaczenia wsp6trzednych genaratora(-réw) symetrii.

@ Przyktad: n = 2. Warunek istnienia symetrii w jawne] postaci:
w(ny — 28 x — 3y/§,y) —Wx§ —wyn —wynx+ y/(77,y —&x) — y/2§,y]

N xx + y/(277,xy - g,xx) + y/2(77,yy - 2§,xy) - y,3f,yy =0



Posta¢ normalna generatora

@ Wspoétrzedne dopasowane do grupy transformacji

0

X = t(X)y)a y:S(X7y)a X = &

Xs =&(x,y)sx +n(x,y)sy =1
Xt =&(x,y)tx +n(x,y)ty, =0



Posta¢ normalna generatora

@ Wspoétrzedne dopasowane do grupy transformacji

0

X = t(X)y)a y:S(X7y)7 X= &

Xs =&(x,y)sx +n(x,y)sy =1

Xt = £(x, y)tx+n(x,y)ty =0

o Wybdr wspotrzednych nie jest jednoznaczny:

s — s+ so(t), t— f(t)



Obnizanie rzedu réwnania

o W nowych wspétrzednych réwnanie y(" — w(x, y,y’,...,y("" 1) =0
ma postac: s(n — @(t,S,SI, ---,5("71)) =0



Obnizanie rzedu réwnania

o W nowych wspétrzednych réwnanie y(" — w(x, y,y’,...,y("" 1) =0
ma posta¢: s(") — &(t,s,s',...,s(""D) =0
o Warunek symetrii: o
. O
X&o = s = 0
prowadzi do
s —o(¢t, s, .., sy =0



Obnizanie rzedu réwnania

@ Przyktad 1. Réwnanie w zagadnieniu ugiecia promienia $wietlnego w
metryce Schwarzschilda

"n__

y' = —y+3y?

0
X= %

Zamiana zmiennych: x = s(t),y =t



Obnizanie rzedu réwnania

@ Przyktad 1. Réwnanie w zagadnieniu ugiecia promienia $wietlnego w
metryce Schwarzschilda

"n__

y' = —y+3y?

0
X= %

Zamiana zmiennych: x = s(t),y = t Przedstawienie réwnania w
nowych zmiennych:

_s// — (S/)3(3t2 o t)

sprowadza problem znalezienia rozwigzan do kwadratur:

1

"(t) ==+
s V—t2+2t3+ C




Obnizanie rzedu réwnania

@ Przyktad 2. Réwnanie Lane-Emdena

/
y/l+2.y;+yn:0



Obnizanie rzedu réwnania

@ Przyktad 2. Réwnanie Lane-Emdena
y/
y/l + 2; + yn — 0

Symetria skalowania:




Réwnanie Lane-Emdena

Wspétrzedne dopasowane do symetrii:

o) = 2o s, =" [ Y=l = ()

X n-1 _2



Réwnanie Lane-Emdena

Wspétrzedne dopasowane do symetrii:

y n—1 rd n-1
txy) = 5 sly.t) = " [ =In(y=) =s(y)
x n-1 - y

(16¢3"n — 883" — 863 ") L5 (t) +

(8t3 + 8t3n? 4 48t*~" — 16t*"n — 16t3n) (%s (t))3 + (—36t2n% +
48t5~"n + 36120 — 1262 — 16£-"n? — 3263 + 12n°¢2) (s (t))2 + (6t —
427" — 24n3t 4 4t~ "n — 24tn 4 4t>~"n? 4 6n*t + 36tn® —

4n3t27") &5 (t) — 14 5n — 1002 + 100> — 5n* + n® = 0



Kiedy symetrie pozwalajg sprowadzi¢ réwnanie

do kwadratur?

@ Przestrzen generatoréw symetrii danego réwnania rézniczkowego
tworzy algebre Lie:
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@ Przestrzen generatoréw symetrii danego réwnania rézniczkowego
tworzy algebre Lie: Jezeli

Xy = glax + 7718y, Xy = §28X + 7728)/

sg generatorami symetrii,



Kiedy symetrie pozwalajg sprowadzi¢ réwnanie

do kwadratur?

@ Przestrzen generatoréw symetrii danego réwnania rézniczkowego
tworzy algebre Lie: Jezeli

Xy = glax + 7718y, Xy = §28X + 7728)/
sg generatorami symetrii,to takze ich komutator:
[X1, Xo] = (X1(&2) — X2(£1))0x + (X1(2) — X2(m1))0y

o [X,, Xp] = C5p X



Kiedy symetrie pozwalajg sprowadzi¢ réwnanie

do kwadratur?

Odpowiedz na powyzsze pytanie i sposéb upraszczania réwnania zaleza od:

@ rzedu grupy symetrii



Kiedy symetrie pozwalajg sprowadzi¢ réwnanie

do kwadratur?

Odpowiedz na powyzsze pytanie i sposéb upraszczania réwnania zaleza od:
@ rzedu grupy symetrii
@ algebry Lie grupy symetrii (od statych struktury)



Kiedy symetrie pozwalajg sprowadzi¢ réwnanie

do kwadratur?

Odpowiedz na powyzsze pytanie i sposéb upraszczania réwnania zaleza od:
@ rzedu grupy symetrii
@ algebry Lie grupy symetrii (od statych struktury)

@ tranzytywnos$ci grupy symetrii w przestrzeni rozwigzah



Réwnania rzedu 2 z grupa G;

Sposéb postepowania po znalezieniu grupy (ew. podgrupy) symetrii Gy
@ Sprawdzamy, czy grupa jest abelowa



Réwnania rzedu 2 z grupa G;

Sposéb postepowania po znalezieniu grupy (ew. podgrupy) symetrii Gy
@ Sprawdzamy, czy grupa jest abelowa

@ Sprawdzamy tranzytywno$¢ dziatania grupy:

&1 m
5 =
‘ &




Réwnania rzedu 2 z grupa G;

Sposéb postepowania po znalezieniu grupy (ew. podgrupy) symetrii Gy
@ Sprawdzamy, czy grupa jest abelowa

@ Sprawdzamy tranzytywno$¢ dziatania grupy:

&1 m
5=
‘ &

@ Sprowadzamy generatory do postaci kanonicznej, uwzgledniajac:

s — s+ sp(t), t— f(t)



Réwnania rzedu 2 z grupa G;

d 0 sl
G,I [X,,X,]=0 Ia, 6 #0 Xl=a—s, xzza s" = d(s')
d
Ib,é=0 X, =a%, X, =tb—s s" = a(t)
] é o ., )
G,II: [X,,X,]=X, IIa, 6#0 Xl=a—s, X2=IE+35E ==
I[b,6=0 X,= -aa—s X, = s‘% s"=sa(t)



Réwnania rzedu 2 z grupa G;

Przyktad: Réwnanie na czynnik skali w kosmologii FLRW z p =0 :
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Réwnania rzedu 2 z grupa G;

Przyktad: Réwnanie na czynnik skali w kosmologii FLRW z p =0 :

" /N 2 k
y y y

@ Grupa symetrii
X]_ = 8X, X2 = Xax + yf)y



Réwnania rzedu 2 z grupa G;

Przyktad: Réwnanie na czynnik skali w kosmologii FLRW z p =0 :

" /N 2 k
y y y

@ Grupa symetrii
X]_ = 8X, X2 = Xax + yf)y

@ Algebra Lie
[Xl,XQ]:Xl7 6:}/750



Réwnania rzedu 2 z grupa G;

Transformacja do wspétrzednych, w ktérych generatory sa w postaci
kanonicznej:

x=s(t),y=t
X1 = 85, X2 = 585+ t@t



Réwnania rzedu 2 z grupa G;

Transformacja do wspétrzednych, w ktérych generatory sa w postaci
kanonicznej:
x=s(t),y=t

X1 =0s, Xo =505+ to;
Réwnanie w nowych zmiennych:

g kP
t

Sprowadzone do kwadratur.



Bibliografia

© G.Bluman, S.Kumei, Symmetries and differential equations,
Springer,NY 1989

@ H.Stephani, Differential equations. Their solution using symmetries,
Cambridge University Press, NY 1989

© N.lbragimov, Selected works, Vol.1,ALGA Publications, Karlskrona
2006



	Motywacja
	Ogólny schemat metody
	Grupy transformacji i ich generatory
	Symetrie
	Funkcje niezmiennicze
	Równania niezmiennicze
	Jak znalezc symetrie?

	Obnizanie rzedu
	Symetrie a sprowadzanie do kwadratur 

